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摘要 输流管道常用于石油天然气行业中，管内流速过高会引发结构失稳，掌握输流管道临界流速的计算方法

至关重要。实际工程中输流管道经常受到热荷载的作用，比如加热输送的原油管道和供暖管道等。热荷载作用

下的输流管道受到额外的轴力，其自然振动频率及临界流速与普通输流管道存在一定的差异。基于哈密顿原理

推导得到热荷载作用下两端支承输流管道的振动偏微分方程，通过分离变量将方程简化为一元四次齐次常微分

方程，并根据临界流速条件求得其通解，给出了适用不同边界条件的输流管道临界流速解析表达式。基于算例

分析了不同边界条件下线性热应力和非线性热应力对输流管道临界流速的影响，并与微分求积计算方法的结果

进行对比，验证了给出的解析计算方法的准确性。研究表明相对于微分求积法，提出的解析方法计算更加简单，

准确性更高，可以更方便的得到输流管系统的临界流速值，有利于指导工程实践；线性热应力和非线性热应力

作用下的输流管系统 的临界流速均随着热荷载的增加而降低，且下降速度越来越快；同等情况下非线性热应力

作用下临界流速大于线性热应力作用下的临界流速，且随着热荷载的增加，两者间的差距逐渐增大；对比边界

条件发现，固定边界条件能够承受的热荷载最大，因此对热荷载作用下输流管系统施加固定边界条件有利于提

高系统的稳定性。本文提出的热荷载作用下输流管道临界流速的解析方法在工程现场可以方便快速地得到准确

的临界流速，为热荷载作用下输流管道系统的设计和安全评价提了参考依据。
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Abstract Pipes conveying fluid is frequently applied in the oil & gas industry. Excessive flow velocity in the pipe will 
give rise to instability of the pipeline structure. It is highly significant to determine the critical velocity for structural 
stability design and safety evaluation of those pipes. In practical engineering, pipes conveying fluid is often affected by 
thermal load, such as heating crude oil pipeline and heating pipeline. The natural vibration frequency and critical flow 
velocity of pipes conveying fluid under thermal load are different from those of the ordinary flow transmission pipeline. 
Based on Hamilton's principle, the vibration partial differential equation of pipes conveying fluid supported at both ends 
under thermal load is derived. By separating variables, the equation is simplified into a univariate quartic homogeneous 
ordinary differential equation, the general solution is obtained according to the critical velocity conditions, and the 
analytical expression of critical velocity of pipes conveying fluid suitable for different boundary conditions is given. Based 
on numerical examples, the effects of linear thermal stress and nonlinear thermal stress on the critical velocity of pipes 
conveying fluid under different boundary conditions are analyzed, and compared with the results of differential quadrature 
calculation method to verify the accuracy of the analytical calculation method. The research demonstrated that compared 
with the differential quadrature method, the proposed analytical method is simpler and more accurate, and can more 
conveniently obtain the critical velocity of pipes conveying fluid system, which is conducive to guiding the engineering 
practice. Under the action of linear thermal stress and nonlinear thermal stress, the critical flow rate of the pipes conveying 
fluid system decreases with the increase of thermal load, and the decreasing speed is faster and faster. In the same case, 
the critical velocity under nonlinear thermal stress is greater than that under linear thermal stress, and the gap between 
them gradually increases with the increase of thermal load. Compared with the boundary conditions, it is found that the 
fixed boundary conditions can bear the largest thermal load. Therefore, the application of fixed boundary conditions to 
pipes conveying fluid system under thermal load is conducive to improve the stability of the system. The analytical method 
of critical velocity of pipes conveying fluid under thermal load proposed in this paper can easily and quickly obtain the 
accurate critical velocity in the engineering field, which provides a reference basis for the design and safety evaluation of 
pipes conveying fluid system under thermal load.

Keywords pipe conveying fluid; functionally graded materials; structural vibration; critical velocity; homotopy analysis 
method
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输流管道振动是引起管道机械磨损与疲劳失效的

重要因素之一。当输流管道受到的激振力频率与管道

系统的频率相等或者接近时，就形成了机械共振。此

时，输流管道会发生较大的振动和变形，甚至破裂。

在过去的几十年中，国内外学者对输流管道的动力学

和稳定性开展了广泛的研究。据paièdousis和 Issid[1]

报道，Bourrières[2]首次对输送流体的管道动力学进行

了认真的研究。Kuiper和Metrikine[3]分析了左固右简

边界条件下管道的稳定性。悬臂管道在高流速下通过

霍普夫分岔将发生颤振不稳定性 [4-5]。Lee Sen Yung等

人 [6-7]考虑科里奥利力的影响，求解了倾斜旋转铁木辛

柯梁的自由振动频率。郝逸、王文明等人 [8]利用微元

法分析了深水隔水管横向振动固有频率。厉曈曈、梁

伟等人 [9]运用积分变换求解了变截面深水钻井隔水管

系统涡激振动问题。

功能梯度材料 (简称FGM)是指材料属性随空间位

置呈连续梯度变化的新型复合材料 [7]。FGM可以通过

设计体积分数的函数来任意调整功能梯度材料结构的

特性 [10]。在材料制备技术高速发展的今天 ,FGM在抗

断裂 [11]、耐磨损 [12]等方面显示出远远优于传统材料的

特性。然而，有关FGM的文献主要集中在FGM的梁、

板和壳 [13-16]，关于FGM管道输送流体的结构动力特性

研究文献相对较少。

Sheng和Wang[17]研究了FGM管道在机械荷载和

热荷载作用下的振动响应。Setoodeh和Afrahim[18]采

用Galerkin方法计算了FGM管道的固有频率。边祖光

等人 [19]对正交各向异性功能梯度圆柱壳的自由振动开

展了研究。Filiz和Aydogdu[20]研究了FGM纳米管中的

波传播。Ansari等人 [21]结合尺寸效应和哈密顿原理对

输流管的固有频率进行了研究。Shen等人 [22]、Dai等
人 [23]、You和 Inaba[24]对非均匀材料输流管的稳定性进

行了研究。刘辰 [25]通过微分求积法研究了功能梯度输

流管的振动及失稳。

虽然针对功能梯度材料输流管道结构振动问题国

内外开展了一些研究工作，但目前大多采用近似方法

得到，但整体计算精度较低，高阶收敛性较差。本文

结合同伦分析方法 [26]，给出了变材料输流管道的固有

频率计算方法，并与其它近似方法进行了对比分析，

证明同伦方法在具有较好的准确性同时具有非常好的

计算效率，结合计算结果，进而给出了常见四种边界
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条件下临界流速与体积分数指数的图像，可以直观判

断管道是否发生失稳，可以用于功能梯度材料输流管

道结构分析和安全评价。

1 基本假设与基本方程

1.1 功能梯度材料输流管问题基本假设

假设管道材料为各向同性的黏弹性材料，流体不

可压缩且无黏性，忽略管道运动对流体的影响，假设

流体的流动速度方向垂直于管道横截面，速度大小平

均分布，考虑管道材料为FGM，假设从圆心到管道截

面任一点处距离为 r，称为有效半径，内表面和外表面

材料属性均可用密度、弹性模量和体积分数描述，则

整条管道材料属性为
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其中，ρ—管道材料密度，kg/m3;
E—弹性模量，Pa;
G—剪切弹性模量，Pa;
V—体积分数，%;
下标 i，o分别代表内表面和外表面。

材料的体积分数V可以用式（2）描述
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其中Ri和Ro分别代表管道内径和外径。

基于梁模型考虑以下 4 种边界条件：

两端固支边界条件
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悬臂梁边界条件
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上述 4 种边界条件中，y(x, t)代表着管道沿y轴方向的

挠度，x和 t分别代表空间坐标与时间坐标，L为管道

长度。

1.2 功能梯度材料输流管问题基本方程

图 1 描述的是一条水平放置长为L的输送流体的

管道，其横截面积为A，惯性矩为 I，泊松比v为常数，

流体运动速度为U。管道内径为Ri，外径为Ro，壁厚

为h，则输流管的控制方程可以描述为
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式中，E—材料弹性模量，Pa；
mp—单位长度管道质量，kg/m；

mf—单位长度流体质量，kg/m；

p—流体压强，Pa；
T——管道轴向拉力，N。

根据Euler-Bernoulli梁理论，不考虑内压以及轴

向力，管输流体以恒定速度流动，则输流管系统控制

方程可描述为

EI m U m U m m∂ ∂ ∂ ∂
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式 (8)中，mp与mf分别代表单位长度管道质量与流体

质量，y(x, t)代表着管道沿y轴方向的挠度，x和 t分别

代表空间坐标与时间坐标。
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式 (9)中，ρ—管道材料平均密度，kg/m3；

ρi—管道材料内表面密度，kg/m3；

ρo—管道材料外表面密度，kg/m3；

Vi—管道材料内表面体积分数，%；

Vo—管道材料外表面体积分数，%；

Ei—管道材料内表面弹性模量，Pa；
Eo—管道材料外表面弹性模量，Pa；
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图 1 功能梯度材料输流管系统示意图

Fig. 1 Schematic of FGM pipe conveying fluid e system
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θ—有效半径参考点与竖直平面的夹角，rad。
对于式 (8)，引入如下无量纲参数
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同时运用分离变量技巧，假设挠度方程为

 y x t Y x e( , ) ( )= ωτ (10)
则方程 (8)转化为
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2 功能梯度材料输流管问题的同伦分析解法

2.1 同伦分析

对于式 (11)，取线性算子
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d
d
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辅助函数取为

 H (ξ ) =1 (13)

初始猜测解取为
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其中，a，b，c，d为 4 个待定系数。

根据同伦分析法
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式 (15)中，为简化推导，定义矢量η η τ η τ

m-1 0 1= { ( ), ( ),

η τ η τ2 1( ),..., ( )m- }。
结合 (14)和式 (15)，可依次迭代得到n阶近似解
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以两端固支为例，上式代入边界条件中，可得
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将式 (17)整理为列向量矩阵乘法形式

 [ ] [ ] 0µ λ4 4 4 4× × =  (18)

其中，矩阵μ中的每个元素都是关于ℏ和ω的式子，矩

阵λ = [ ]a,b,c,d T。

根据矩阵的性质，欲保证式 (18)非零解存在，则

必有

 det( ) 0µ =  (19)

2.2 参数选择

式 (19)描述的是ℏ（收敛控制参数，无量纲）和

ω的隐函数关系式，对于输流管问题，ω一般为复数，

φ=10, U=10 m/s 
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图 2 基本输流管系统的ℏ-ω曲线

Fig. 2 ℏ-ω curve of basic conveying fluid system
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这给ℏ—ω曲线的绘制造成了困扰。为了得到目标图

像，本文将对[ 2,0]- 内的ℏ值离散为 101 个点，对每一

个离散点求解式 (19)得到对应的ω值，这样就可以得

到ℏ—Re(ω)和ℏ—In(ω)散点图。

选择表 1 中的数据进行ℏ—ω的计算，考虑两端简

支边界条件下不同体积分数指数及流速流体，分别计

算得到ℏ—ω曲线图。每个ℏ—ω曲线图中都存在着ℏ的

平整段。ℏ只有在这个范围内取值，计算结果才收敛。

无论实部Re(ω)和虚部 Im(ω)在取ℏ∈[-1.2, -0.8]的时

候，同伦分析法可以计算得到收敛的近似解。同时图

2 表明随着体积分数指数和流体流速的不断增加，ℏ平

整段逐渐变窄，说明体积分数指数比和流体流速越大

的时候，收敛控制参数的选取越受限制。

2.3 收敛性分析

图 3 描述的是在两端简支边界条件下ℏ=-1，n=2，
U=5 m/s输流管系统迭代 20 次的前八阶频率，可以看

出同伦分析法计算得出的一阶频率迭代 3 次就已收敛，

二阶频率迭代 5 次收敛，三阶频率迭代 7 次收敛，四

阶频率迭代 9 次收敛，更是在 20 次迭代步数内八阶频

率皆收敛。

3 结果分析

3.1 准确性验证

图 2 和图 3 证明了同伦分析法解输流管系统问题

的可行性，同时说明同伦分析法收敛性很好。在表

2 中，同伦分析法 (HAM)的计算结果与解析解 [27]及

DTM的计算结果保持一致，与DQM计算结果略有差

异，这说明同伦分析法的计算结果是十分精确地，在

计算精度上优于DQM。根据Ni[28]，DTM方法得到收

敛的四阶频率值是在 30 阶之后，而同伦分析法得到收

敛的四阶频率仅需 15 阶，这说明同伦分析法在计算速

度上是优于DTM的。

通过同伦分析法计算无量纲流速u=0 以及u=2 的

工况，并与EI-Sayed[26]的计算结果进行对比验证。在

表 3 中，流速增加时，输流管的自然频率会显著变化，

而无量纲流速与管道长度有关，管道越长，无量纲流

速越大，流体与管壁之间的相互作用也就越大。所以

表 1 FGM管道材料属性

Table 1 Material property of FGM pipeline

参数名称及符号 参数数值 参数名称及符号 参数数值

管道长度L 10 m 内表面材料密度ρi 3210 kg/m3

管道外径Ro 0.05 m 外表面材料密度ρo 4515 kg/m3

管道内径Ri 0.045 m 内表面材料弹性模量EAl 4.4×1011 Pa
流体密度ρt 1000 kg/m3 外表面材料弹性模量ECNT 1.15×1011 Pa

图 3 两端简支边界条件下ℏ=-1，n=2，U=5 m/s 输流管系统迭代 20 次各阶频率值

Fig. 3 Natural frequencies of conveying fluid pipeline system with 20 iteration times under pinned-pinned boundary condition 
with ℏ=-1, n=2, U=5 m/s
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在对管道振动频率进行研究时，要考虑到流体与管壁

之间的相互作用。

3.2 临界流速

在输流管系统中，实部Re(ω)代表系统受到的阻

尼，虚部 Im(ω)代表系统的振动频率，当Re(ω)＜0，
Im(ω)=0 时，系统称为静态失稳；当Re(ω)＜0，Im(ω)
＞0 时，称为动态失稳；当时Re(ω)＞0，系统是稳定

的；当时Re(ω)=0，系统处于平衡状态，这时对应的

流体流速即为临界流速，所以我们通过衡量临界流速

的大小即可判断系统是否失稳。

由于数值计算出的最终结果为虚数，其实部代表

系统阻尼，虚部代表振动频率，所以很难直接绘制出

振动频率与流体流动速度的图像，所以将U∈[0, 120]
以 1 为间隔离散为 121 个点，对每一个流速进行计

算，分别得到系统阻尼与振动频率，而后将计算出的

结果按照 Im(ω)＞0 从小到大进行排序，即可分别绘制

U-Re(ω)与U-Im(ω)图像。

经过计算，得到了 4 种边界条件下U-Re(ω)和
U-Im(ω)的图像。由图可知，流速为零时，系统阻尼

Re(ω)=0，随着流速增大，振动频率 Im(ω)逐渐减小。

图 4 展示了两端固支条件下输流管系统阻尼与振动频

率随流速的变化规律。对于两端固支、左固右简、两

端简支边界条件而言，当一阶频率减小至零时，开始

出现Re(ω)＞0，流速达到临界值，此时输流管系统平

衡被破坏，整个系统处于静态失稳状态。当流速继续

增加到一定值时，振动频率再次出现，这时的系统处

于动态失稳状态。动态失稳状态下，随着流速的增加，

U-Im(ω)图像将会出现叉型分岔，分岔出现后，一阶

频率曲线与二阶频率曲线重合；对于悬臂梁边界条件，

一阶频率减小至零时，系统阻尼仍然保持Re(ω)≤0，
此时达到的速度不是临界流速，在经历了霍普夫分

岔 (分岔点处两阶频率并不重合 )之后出现系统阻尼

Re(ω)＞0，此时系统的流速为临界流速。

由图 5 中可得，每一种边界条件下，不同的体积

分数指数对应着不同的临界流速。同时随着体积分数

表 2 在u=0 时同边界条件下的输流管自然频率

Table 2 Natural frequencies of conveying fluid pipeline under different boundary conditions with u=0

边界条件 方法 ω1 ω2 ω3 ω4

两端固支

DTM 3.5160 22.0345 61.6972 120.9019
DQM 3.5167 22.0389 61.7096 120.9260
精确解 3.5160 22.0345 61.6972 120.9019
HAM 3.5160 22.0345 61.6972 120.9019

两端简支

DTM 9.8696 39.4784 88.8264 157.9137
DQM 9.8716 39.4863 88.8442 157.9454
精确解 9.8696 39.4784 88.8264 157.9137
HAM 9.8696 39.4784 88.8264 157.9137

悬臂梁

DTM 22.3733 61.6728 120.9034 199.8594
DQM 22.3778 61.6852 120.9276 199.8995
精确解 22.3733 61.6728 120.9034 199.8594
HAM 22.3733 61.6728 120.9034 199.8594

表 3 β=0.5 时左固右简边界条件不同流速前四阶频率

Table 3 First fourth order frequencies with different velocity under clamped-pinned boundary condition with β=0.5

无量纲流体速度 方法 ω1 ω2 ω3 ω4

u=0

精确解 15.418 21 49.964 87 104.247 72 178.269 79

TMM[29] 15.418 21 49.964 86 104.247 70 178.269 73

HAM 15.418 21 49.964 86 104.247 70 178.269 73

u=2

精确解 13.607 78 48.385 75 102.692 95 176.729 19

TMM[29] 13.607 78 48.385 74 102.692 93 176.729 13

HAM 13.607 78 48.385 74 102.692 94 176.729 83
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图 4 两端固支边界条件下输流管系统自然频率与流体流速的图像

Fig. 4 Diagram of natural frequencies and fluid velocity under clamped-clamped boundary condition
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图 5 临界流速—体积分数指数关系图

Fig. 5 Diagram of critical flow velocity-volume fraction index
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指数φ的增加，临界流速不断减小，而且在φ≤10 的

时候临界流速变化非常显著，在φ＞10 以后趋于平缓。

因此在体积分数指数较小时，不能忽略其对管道自然

频率的影响。在给定边界条件下任取一点，在曲线下

方时表明输流管处于稳定状态，在曲线上表明输流管

处于临界状态，在曲线上方时表明输流管处于失稳状

态。所以在输送质量比不变，确定了管道材料的情况

下，可以通过确认体积分数指数的值来确定输流管系

统临界流速。

4 结论

本文基于同伦分析法提出了适用于不同边界条件

下功能梯度材料输流管道自振频率的计算方法，得到

的主要结论如下：

(1) HAM方法可以较为准确计算功能梯度材料输

流管道的固有频率，计算高阶频率时收敛性好，收

敛速度快，能提升计算效率。两端简支边界条件下，

HAM方法得到一阶收敛频率仅需迭代 3 次。同等条件

下，DTM方法得到收敛的四阶频率值在 30 步迭代之

后，而同伦分析法仅需 15 步迭代。

(2) 在体积分数指数较小时，体积分数指数对输流

管固有频率的影响较大，随着体积分数指数的增加，

输流管系统的固有频率迅速减小。因此，在体积分数

较小时不能忽略其对自然频率的影响。

(3)给出 4 种边界条件下的临界流速—体积分数指

数关系图可以直观准确地判断变材料输流管道系统是

否失稳，具有一定的工程指导意义。
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